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1.  諸言

　複雑な燃焼反応系に対する詳細化学反応機構の自動生成
[1,2]が可能になってきた現在，新たな燃料設計や高効率・
低公害燃焼器開発において着火特性や消炎現象の予測を行
う上で，大規模詳細反応機構を考慮可能な数値流体解析 
(Computational Fluid Dynamics: CFD) 手法を確立することが
強く要望されている．しかし，大規模詳細化学反応機構を 
CFD 解析に組み込む場合，考慮する化学種数に応じた移流
拡散方程式数の増加や化学反応方程式の強い硬直性が大き
な問題となり，その導入は容易ではない．
　こうした問題を背景に，我々は，大規模詳細反応機構を
反応性 CFD 解析に組み込むための方法論の開発を行って
きた[3]．これまでに，大規模詳細反応機構を用いた反応性 
CFD 解析において，流体，反応計算のどの部分が律速とな

るのかを明らかにし，高速・高効率な時間積分法を用いる
ことや多成分輸送係数に対して簡易な混合則を採用するこ
とにより，大規模詳細反応機構を考慮した反応性 CFD 解
析が効率的に実施できることを示してきた．この中でも特
に，化学反応方程式に対する時間積分法の更なる高速・高
効率化が，反応性 CFD 解析を効率的に実施する上での最
大の鍵であることが分かっている．
　我々のこれまでの研究では，時間積分法として，効率的
な陽解法である multi-timescale (MTS) 法[4]を採用してきた
が，MTS 法以外にも方程式の強い硬直性を解決することを
目的とした陽解法の開発は古くから行われている．古典的
な Runge-Kutta 法[5]に始まり，Young and Boris の漸近法[6]，
Runge-Kutta 法を改良した積分法[7,8]，準定常法 (quasi 
steady state: QSS) [9]を改良した Mott らによる CHEMEQ2 
として知られる　α-QSS 法[10,11]が開発されている．近年
では，Qureshi らによる CHEMEQ2 の改良[12]や Eriksson ら
の方法[13] (MTS 法と考え方が似ている) が挙げられる．こ
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Abstract : Performance and accuracy of several time integration methods for chemical reaction equations are 
comprehensively investigated, aiming at an efficient reacting flow simulation with large detailed chemical kinetics. In 
this study, a modified CHEMEQ2, dynamic multi-timescale method (MTS), and two Runge-Kutta-based methods (R-K-
Chebyshev and R-K-Fehlberg) are considered as currently available and possible explicit time integration methods, while 
VODE is used as a reference implicit time integration method. Ignition problems for three hydrocarbon systems (CH4, 
n-C7H16, and n-C10H22) and an internal combustion engine model with n-C7H16 are simulated. The results for both problems 
show that the modified CHEMEQ2 shows the best performance for all the conditions in not only the accuracy, but also the 
robustness, while MTS gives less performance and the two Runge-Kutta-based methods cannot work even for the ignition 
problems with hydrocarbon systems. It is also found that the two explicit time integration methods (CHEMEQ2 and MTS) 
reduce nearly 20-100 times computational time compared to the reference implicit time integration method.
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の中でも，CHEMEQ2 や MTS は，燃焼反応解析の効率化
を強く意識して開発されたものと考えられる．
　このように，硬直性が強い方程式に対する陽解法が開発
されてはいるが，化学反応方程式のように非常に強い硬直
性を持つ方程式を解く場合，現状，陰解法 (VODE [14] や 
DASPK [15]) を用いることが一般的な理解であり[5,16,17]，
陽解法の使用はあまり検討されていない．そのため，大規
模詳細反応機構を用いた反応性 CFD 解析において，前述
したような各種陽解法の適用性を詳細に調べた研究例はほ
とんど存在していないといえる．
　そこで，本研究では，大規模な詳細化学反応機構を考慮
した反応性 CFD 解析を高速・高効率に実現することを目
指し，化学反応方程式に対する各種陽解法の適応可能性を
詳細に調べることを目的とした．着火解析と CFD 解析と
の連成を想定した内燃エンジンモデル解析を実施した．従
来，硬直性が強い問題には陽解法の適用は困難とされてい
るが[16,17]，特に内燃エンジンモデル解析において，物理
量変化が非常に激しい反応硬直性の強い条件を含めること
で，陽解法の適用性を広範囲の条件で調べる．陰解法の結
果を含め，各種陽解法の安定性，精度，そして計算時間の
評価を詳細に行うことで，大規模詳細反応機構を用いた反
応性 CFD 解析に適した反応方程式の時間積分法を探求す
る．

2.  化学反応の数値計算法

　本研究では体積と内部エネルギーが一定の条件で化学反
応方程式 (1)(2) を解く．

 (1)

 (2)

ここで，ρ は質量，Yi は化学種 i の質量分率，ω i は質量当
たりの反応生成速度，T は温度，Ns は化学種の数，ei は化
学種 i の内部エネルギー，cv は質量あたりの定積比熱であ
る．また，ω i は生成速度 Pi，減少速度 Di を用いると，ω i = 
Pi-Di の関係がある．式 (1)(2) を積分する際に問題となる
のが，化学種間の特性時間の違いによる硬直性である．
　本研究では，各種時間積分法を比較するために，表 1 に
示すように，陰解法として VODE を選択し，CFD 解析と
の連成において，適用可能性の有る 4 つの陽解法を使用し
た．しかし，予備的な 0 次元着火解析において，RKC 法と 
RKF 法は，水素燃料を用いた場合は計算が可能であったが，
より硬い化学反応方程式を解く必要がある炭化水素燃料を
用いた解析 (CH4/Air の 0.1 MPa/1300 K での着火計算) では
計算が発散した．そのため，本研究では，陽解法として改
良版 CHEMEQ2 と MTS を選択し，その性能評価を実施し
た．各手法については，原論文[4,10,12,14]に詳しいが，以降，

用いた時間積分法の概要を簡単に述べる．

2.1  CHEMEQ2 と改良版 CHEMEQ2 [12]
　式 (1)(2) に ω i = Pi-Di の関係を代入し，変形すると，

 (1’)

 (2’)

が得られる．ここで，

 (3)

の関係がある．CHEMEQ2 では，式 (1’)(2’) を解く．qi，qT 
及び pi，pT が一定であると仮定すると，式 (1’)(2’) から式 (4)
(5) が得られる．

 (4)

 (5)

添え字 0 は t = 0 での値を示す．式 (1’)(2’) を 0 から Dt まで
積分する際に，q 及び p が大きく変化しないと仮定できれ
ば，式 (4)(5) に t = 0 での q 及び p を用いて Yi(Dt) 及び T(Dt) 
を求めることができる．式 (4)(5) に上記仮定を使うと t = Dt 
では，

 (6)

 (7)

と書ける．α i，αT は，

 (8)

 (9)
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Table 1　Time Integration methods.
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であり，それぞれ piDt，pTDt の関数であり，pDt→-∞のと
き α→0，pDt→0 のとき α→1/2，pDt→∞のとき α→1 の関
係がある．以上を用いて，予測子・修正子法によって，式 (1’)
(2’) を解く．CHEMEQ2 で使う予測子及び修正子は式 (10)-
(13) のように設定する．添え字 P, C はそれぞれ予測子 
(Predictor)，修正子 (Corrector) を表す．

 (10)

 (11)

 (12)

 (13)

ここで，qi*，qT*，pi*，pT*，α i*，αT* は，

 (14)

 (15)

 (16)

 (17)

 (18)

 (19)

である．
　ここで，予測子・修正子法の許容誤差 ε による判定は，
Qureshi ら[12]が提案した

 (20)

を用いている．δ = 0 とすれば CHEMEQ2, δ = 10-12 とすれ
ば改良版 CHEMEQ2 である．この Qureshi らが提案した収
束判定基準によって，改良版 CHEMEQ2 の堅牢性が向上し
ている．また，本研究では ε = 10-1 として解析を実施して
いる．この値はオリジナルの CHEMEQ2 で使用されている
値である．式 (20) が全ての化学種で満たされれば，次の時
間刻み幅に進み，満たさない場合は，Dt を小さくして，再
度計算する．また，最初の時間刻み幅は，式 (21) を用いて
すべての化学種から最も小さい値を用いた．

 (21)

2.2  Multi-timescale (MTS) 法[4]
　MTS では，化学種の特性時間を減少速度 Di で評価し，
その特性時間に応じて化学種をグループ分けし，グループ
ごとに適切な時間刻み幅を設定して時間積分する手法であ
る．概念図を図 1 に示す．
　例えば，fast mode と判断されたグループは小さな時間刻
み幅で積分され，収束した時点で計算を終了する (収束し
たグループの化学種質量分率 Yi は凍結する，また fast mode 
ほど速い収束が期待できる)．収束判定は後述の式 (28)(29) 
により行う．順に，intermediate mode へと移り，最終的に，
slow mode が，設定された Dtbase まで時間積分される．それ
ぞれのグループの時間刻み幅を Δtg とすると，式 (1) と (2) 
は単純な Euler 陽解法を用いて，

 (22)

 (23)

と積分される．m は化学反応式の時間積分の内部反復ス
テップを意味し，収束，もしくは Dtbase に到達した時点で 
Yi や T が CFD 解析に受け渡される．各グループに対する
適切な時間刻み幅 Dtg をどのように決めるかが重要となる．
まず，化学種の特性時間 τ i は，

 (24)

と計算することができ，これを基に，生成される全グルー
プ数 NT とどの化学種がどのグループに所属するかを示す
インデックス Ni を以下のように定義する (グループは 
O(10) 範囲で分けられる)：

 (25)

 (26)

Fig.1　Schematic of MTS method: time integration process.
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ここで，τmin は最も小さな特性時間であり，原論文では言
及されていないが，本研究では，ゼロ割を避けるため，適
当な 10-14 で制限している．最終的に，各グループの時間
刻み幅は，式 (26) に対応して，

 (27)

と定義する．Ng はグループ番号である (例えば，Ng = 1 の
とき，Dtg = ξDtbase)．係数 ξ は，これも原論文では述べられ
ていないが，ξ ≤ 1.0 の任意の定数であり，本研究では計算
安定のため ξ = 0.25 を用いている．ここで，計算の手順を
まとめる．
1. 式 (24) により，化学種の特性時間 τ i を評価する
2. 式 (26) により，化学種をグループに分ける
3. 式 (27) で定義される時間刻み幅で式 (22)(23) に従い，各
グループを時間積分する

4. 収束判定は，グループごとに行い，収束したグループは
その時点で化学種質量分率 Yi を凍結する

時間積分は，それぞれのグループが，収束，もしくは Dtbase 
に到達するまで行う．すなわち，条件によっては，上位 (特
性時間が短い) グループが収束せずに，Dtbase に到達するこ
ともあり得る．その場合，下位 (特性時間が長い) グループ
を積分する必要はなくなる．収束判定は，以下の式 (28)(29) 
を用いて行った．

 (28)

 (29)

ここで，絶対誤差 ATOL = 10-13，相対誤差 RTOL = 10-5 と設
定した．

2.3  VODE 法[14]
　陰解法として VODE を選択し，数値解析を実施した．本
解析では，5 次精度陰的後退差分，全ヤコビ行列を計算，
毎反復において初期化を実施している．また，内部反復の
最大数を 500 とした．ATOL, RTOL は MTS と同じ値を用い
ているため，精度は MTS と同等である．しかし，改良版 
CHEMEQ2 は ε によって精度を決めているので，MTS と 
VODE で用いられている精度の決定方法が異なることに注
意して頂きたい．

3.  解析結果および考察

　本研究で用いた 3 種類の炭化水素燃料 (CH4, nC7H16, 
nC10H22) の詳細反応機構は，詳細反応機構自動生成ソフト
ウェアである KUCRS [2]を用いて作成した．表 2 に，それ
ぞれの化学種数・素反応数をまとめる．

　着火解析，CFD 解析との連成を想定した内燃エンジンモ
デル解析を実施し，時間積分法の比較を行った．安定性を
調べるため，時間刻み幅 Dt = 1.0×10-7, 1.0×10-8 s を用いた
解析を実施した．

3.1  CHEMEQ2 と改良版 CHEMEQ2 の比較
　まず初めに，CHEMEQ2 と改良版 CHEMEQ2 の比較を実
施した．計算条件は，内部エネルギー・体積一定，初期圧
力 P0 = 0.1,1 MPa，初期温度 T0 = 1300 K の条件で，当量比 
f = 1 の nC7H16/Air の着火解析を実施した．
ここで，CHEMEQ2 では，今回設定した時間刻み幅 (Dt = 1.0
×10-7, 1.0×10-8 s) において，内部ループで使われる時間刻
み幅が小さくなりすぎてエラーが生じることに注意した
い．これは，無限ループを避けるためのサブルーチンに依
るものであり，これをコメントアウトすることで対処する
ことができた．この事実は一般的ではないため，
CHEMEQ2 があまり採用されない理由の一つと考えられ
る．一方で，改良版 CHEMEQ2 では，この様な問題は発生
していない．すなわち，改良版 CHEMEQ2 は収束判定部に
多少の変更を行なうだけで，過度に小さな時間刻み幅にな
ることを避け，高い堅牢性を得ている．
　初期圧力 P0 = 0.1,1 MPa，時間刻み幅 Dt = 1.0×10-8 s の条
件における着火解析の温度履歴と nC7H16，CO2，OH のモ
ル分率結果を図 2 に示す．
　いずれのプロファイルにおいても，改良版 CHEMEQ2 は 
CHEMEQ2 と一致する結果が得られている．また，図 3 に
計算時間の比較を示している．棒グラフ横の数字は計算時
間[s]を表示している．改良版 CHEMEQ2 は CHEMEQ2 に
比べて 20 % 程度の高速化が見込まれる．以上のことから，
本論文では改良版 CHEMEQ2 を利用することとした．

3.2  着火解析
　内部エネルギー・体積一定，初期圧力 P0 = 0.1,1 MPa，
初期温度 T0 = 1300 K の条件で，当量比 f = 1 の CH4/Air, 
nC7H16/Air, nC10H22/Air の着火解析を実施した．本研究では，
大規模詳細反応機構を CFD 解析に組み込むことを目的と
している．通常，反応性 CFD 解析は化学反応の硬直性を
避けるため，流体と化学反応を分離して解くのが一般的で
あり，その際には陰解法のヤコビ行列は毎時間ステップで
計算する必要がある．したがって，通常 CHEMKIN 等を使っ
た着火解析と異なり，VODE を用いた解析では，毎ステッ
プで初期化を行なっていることに注意いただきたい．本条

Table 2　Number of species and elementary reactions in chemical kinetics.
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件下で陽解法を用いた計算が最も困難であると考えられる
のは，初期圧力 P0 = 1 MPa，時間刻み幅 Dt = 1.0×10-7 s の
条件である．初期圧力 P0 = 1 MPa，時間刻み幅 Dt = 1.0×
10-7 s の条件における着火解析を行った温度履歴とそれぞ
れの燃料分子，CO2，OH のモル分率，及び解析を実施し
たすべての条件での着火遅れ時間と平衡温度の結果を図 4 
- 6 に示す．全ての Dt, P0 の条件で，改良版 CHEMEQ2 及
び MTS を用いた結果は，VODE の結果とよく一致してい
る．以上の結果から，MTS 及び改良版 CHEMEQ2 は，陽
解法での解析が困難であると考えられる条件においても，
十分な精度を保ちつつ堅牢に解析できることが分かった．
　着火解析にかかった計算時間を図 7 に示す．棒グラフ横
の数字は計算時間[s]を表示している．改良版 CHEMEQ2 及
び MTS を用いた計算時間は，VODE の結果と比べると非
常に短い．特に，800 化学種を超える nC10H22/Air の解析で
は，VODE を用いた場合，非現実的な時間が必要となるが，
陽解法である改良版 CHEMEQ2 を用いれば，2 桁計算時間
を減少させることが可能であり，CFD 解析との連成の観点
で有効である．

3.3  内燃エンジンモデルを用いた解析
　反応方程式と流体解析とを連成することを想定し，本研
究では，よく知られる内燃エンジンモデル[18]を用いて，
各時間積分法の評価を行った．このエンジンモデルにおけ
る流体は，多次元オイラー / ナビエ・ストークス方程式の
ように，空間的な運動は無いが，反応による影響が流体物
理量に影響し，エンジンシリンダーの動きによる流体物理
量の変化が反応に影響を与えるという点で，簡易的な流体
と反応の連成問題と考えられる．
　図 8 にエンジンモデルの概略図を示す．文献[18]になら
い，シリンダー内の体積の時間変化 V(t) は，以下の式に従
うようにした：

 (30)

ここで，クリアランス体積 Vc は，

Fig.2　Comparison of two CHEMEQ2s for nC7H16/Air.

Fig.3 Computational time comparison on intel Xeon E3-1225: single 
core.
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Fig.4　Comparison of three integration methods for CH4/Air. Fig.5　Comparison of three integration methods for nC7H16/Air.
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Fig.6　Comparison of three integration methods for nC10H22/Air.

Fig.7　Computational time comparison on intel Xeon E3-1225: single 
core.
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 (31)

と表される．式 (30) と (31) 中において，D はボア内径，C 
は圧縮比，LA はクランクアーム半径，そして θ はクランク
アームの角度である．R は，コネクティングロッド Lc と 
LA の比で，

 (32)

と定義される．
　断熱過程であること，化学種の質量分率が時間刻み幅 Dt 
の間で一定であることをそれぞれ仮定すると，温度変化と
圧力変化は，以下のように求めることができる．

 (33)

 (34)

ここで，T は温度，p は圧力，そして γ は比熱比である．
　使用したエンジンモデルの諸元は，表 3 にまとめられる．
本研究では，上死点近傍において自着火するようにパラ
メーターを設定した．最終的に，計算の手順をまとめると
以下の通りとなる．

1. 体積と内部エネルギーを一定とした化学反応方程式 (1)
(2) により温度と圧力を求める

2. 式 (30) において，表 1 に示した回転数で θ を変化させ，
新しい体積 V(t+Dt) を求める

3. 式 (33)(34) により新しい温度 T(t+Dt) と圧力 p(t+Dt) を求
める

4. 1. に戻る
　作動流体として，当量比 f = 1.0,0.5 の nC7H16/Air 混合気
体を用いた．反応機構は，着火問題と同様で，KUCRS に
より生成された 373 化学種，1071 素反応のメカニズムであ
る．初期温度と圧力は，300 K と 0.1 MPa とした．時間刻
み幅として，Dt = 1.0×10-7, 1.0×10-8 s の 2 つの値を用い，
改良版 CHEMEQ2，MTS，そして VODE の比較により，各
時間積分法の評価を行った．内燃エンジンモデルを用いた
解析でも，着火遅れの解析と同様に，VODE を用いた解析
では，毎ステップで初期化を行なっていることに注意いた
だきたい．CHEMKIN Pro によるエンジンモデル解析は，
本評価よりも高速に計算可能と考えられるが，本研究では
流体と反応は交互に解くことを想定しており，例えば 
CHEMKIN CFD を用いた多次元解析では，本結果と同等に
なることが予想される．
　図 9 により，内燃エンジンモデルを用いた解析では，ピ
ストン運動が加わることによって，着火問題よりも急激な
物理量変化 (圧力が 20 MPa 程度まで上昇) が発生している
ことがわかる (クランクアングルが 360 度近くに相当)．こ
のため，解法間の違いが顕著に現れ，MTS は，参照解とし
て考えられる VODE の結果と，着火タイミングは合ってい
る一方で，その後の温度プロファイルが大きく異なる．こ
れは，MTS において，図で見られるような急激な物理変化
を伴う場合，グループ分けが十分でないまま計算が開始さ
れるため，安定性を確保できないためと考えられる．時間
刻み幅を小さくすることで改善は見られるが (Dt = 1.0×10-9 
でほぼ同じプロファイルになる)，この問題のような激しい
変化 (高圧状態になることを含め) に対しては，MTS はま
だ改善の余地があることがわかる．一方で，改良版 
CHEMEQ2 は，Dt = 1.0×10-7 s では VODE との若干の差異
が見られるが，Dt = 1.0×10-8 s では VODE と良く一致して
おり，MTS に比べるとその精度と堅牢性の高さが確認でき
る．図 10 に示す f = 0.5 の条件では，圧力が 15 MPa 程度
まで上昇しているものの，f = 1 の条件に比べると物理量の
変化が比較的緩やかになるため，MTS，改良版 CHEMEQ2，
そして VODE ともほぼ同じプロファイルとなる．
　以上，内燃エンジンモデル解析の結果から，陽解法であ
る改良版 CHEMEQ2 は，MTS を用いた場合よりも安定し
て計算が可能であり，VODE と比較しても十分な精度・安
定性を保って計算可能であることがわかった．これは，選
択した時間刻み幅 (CFD 解析によって決定) が，改良版 
CHEMEQ2 で使われている QSS 仮定が十分成り立つ程度
に小さいことに起因していると考えられる．
　最後に，内燃エンジンモデルを用いた解析に必要となっ

Fig.8　Schematic of an engine cylinder.

Table 3　Computational parameters.
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(70)

た計算時間を図 11 に示す．棒グラフ横の数字は計算時間[s]
を表示している．陽解法を用いた解析は，VODE を用いた
解析に比べて，計算時間のオーダーが異なる結果が得られ
た．特に，改良版 CHEMEQ2 では，着火問題と同様に，2 
桁程度高速化できる結果が得られており，安定性及び計算
速度で優れた解法であることがわかった．また，MTS との
比較により，陽解法の中でも改良版 CHEMEQ2 は安定性・
計算時間ともに優れた性能を持っているといえる．

4.  結言

　大規模詳細反応機構と CFD 解析との連成を目的として，
Fig.9 Comparison on internal combustion model simulations for  

f = 1.0.

Fig.10 Comparison on internal combustion model simulations for  
f = 0.5, Dt = 1.0×10-7 s.

Fig.11 Computational time comparison on intel core i7-3960X: single 
core.
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化学反応方程式に対する時間積分法の性能評価を詳細に
行った．着火問題と CFD 解析との連成を想定した内燃エ
ンジンモデルを対象に，陰解法の VODE，陽解法の MTS，
改良版 CHEMEQ2 を使用し，安定性，精度，そして計算時
の性能比較を行った．大規模詳細化学反応機構を組み込ん
だ CFD 解析の実施においては，VODE 等の陰解法を用い
た解析は，安定性には優れているものの，毎時間刻みに行
われる初期化のため，非現実的な計算時間が必要である．
一方，陽解法である MTS や改良版 CHEMEQ2 を用いた解
析は，陰解法に比べて計算速度が桁違いに速く，また，本
研究で対象とした問題に対して十分な精度で計算できるこ
とが示された．特に，改良版 CHEMEQ2 は，安定性・計算
速度共に優れており，大規模詳細化学反応機構を用いた 
CFD 解析を可能にする時間積分法の 1 つとして有用といえ
る．
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